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Вступ
Класичні параметричні методи цифрового  

спектрального аналізу (ЦСА) дозволяють обійти 
обмеження на спектральну роздільну здатність, 
притаманні класичним непараметричним мето-
дам і зумовлені обмеженою тривалістю сигналів.

Такі методи базуються на спробі створення мо-
делі процесу, у результаті якого має утворюватися 
досліджуваний сигнал. У разі належного моде-
лювання такого генеративного процесу, а також 
відповідності його вихідного сигналу та дослі-
джуваного сигналу на інтервалі спостереження є 
підстави вважати, що модель буде адекватно себе  
поводити і поза інтервалом спостереження. 

Екстраполяція сигналу моделі поза інтервалом 
спостереження дозволяє отримати штучно продо-
вжений сигнал і дослідити його спектр із більшою 
роздільною здатністю на базі класичних непара-
метричних підходів. Такий спектр не є точним 
спектром сигналу і має назву псевдоспектра. 

Інший підхід полягає в оцінюванні комплексної 
частотної характеристики (КЧХ) знайденої моделі.

Основна частина
Параметричні моделі випадкових сигналів
Модель часового ряду, придатна для апрокси-

мації більшості випадкових процесів дискретного 
часу, описується реакцією x[n] дискретної ліній-
ної стаціонарної системи, яка відповідає різнице-
вому рівнянню з комплексними коефіцієнтами, на 
вхідну дію u[n] (білий шум iз нульовим середнім 
та дисперсією ρw):

   
(1)

де hk — значення дискретів імпульсної характе-
ристики (ІХ) h[n] каузальної системи, h[k] = 0, 
k < 0, h[0] = 1; ak — коефіцієнти авторегресії;  
bk — коефіцієнти ковзного середнього, b0 = 1.
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Системна функція такої системи подається від-
ношенням двох поліномів:

  

      (2)

де степінь q полінома чисельника («numerator», 
модель ковзного середнього — КС) і степінь p по-
лінома знаменника («denominator», модель авто-
регресії — АР) визначаються наперед і задають 
структуру детермінованої системи. Модель (2) має 
назву АРКС(p, q).

Для АРКС (p, q)-моделі спектральна щільність 
потужності набирає вигляду

Методика досліджень
Для дослідження характеристик різних методів 

оцінювання спектральних параметрів сигналів 
згідно з виданим завданням було створено детер-
міновану модель тестового гармонічного сигналу  
з частотою f = 3100 Гц, фазою ϕ = 30°, умовною 
амплітудою U = 1000 о.м.з., а також квазівипад-
кову модель білого шуму з нормальним законом 
розподілу амплітуд та регульованою дисперсією, 
яка під час досліджень змінювалася так, щоб за-
безпечити відношення С/Ш від 30 до 80 дБ. Трива-
лість спостереження сигналу становила 1 мс.

Приклад програми мовою Matlab, який реалі-
зує моделювання тестового сигналу, наведено на 
рис. 1.

у науковій лабораторії «Квантор» було проведено дослідження побудованого лчм радара з обмеженням у часі 
частоти биття від трьох шарів відбиття. Здобуто рівняння для оцінювання спектральної щільності потужності із  
використанням класичних параметричних методів цифрового спектрального аналізу,  таких як метод Юла–уокера, 
Проні, берга, MuSIc, Eigen, коваріаційного та модифікованого коваріаційного методів. експериментально підтвер-
джено параметри оцінки сигналу лчм радара з різними рівнями шуму.

Ключові слова: цифровий спектральний аналіз; авторегресійна модель; спектральна оцінка; метод максимальної ентропії; 
спектральне оцінювання; спектральна щільність.
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Результат синтезу тестового сигналу для відно-
шення С/Ш=21 дБ наведено на рис. 2.

рис. 1. Приклад програми моделювання тестового сигналу

рис. 2. результат синтезу тестового сигналу

%===========================================
% Налаштування для оцінювання спектра сигналів 
різними методами
%--------------------------------------------
method = 0;
% method - ціла константа, кожен біт якої  
відповідає за включення певного методу оцінки 
спектра
% sig - вектор-рядок сигналу
Fdis = 1e6; 
% Fdis [Гц] - частота дискретів, які зчитуються 
з файла
f1 = 0; 
% f1 [Гц] - початкова частота відображення графіка
f2 = 10000; 
% f2 [Гц] - кінцева частота відображення графіка 
titlemsg = 'Prony'; 
% titlemsg - текстовий рядок назви вікна графіків 
dF = 4*1e9;
% dF [Гц] - девіація частоти ЛЧМ сигналу (для  
перерахунку частоти биття ЛЧМ у відстань у методах 
Проні, MUSIC, EV)
dt = 10 * 1e-4;
% dt [c] - тривалість ЛЧМ сигналу (час спостере-
жень) (для перерахунку частоти биття ЛЧМ у від-
стань у методах Проні, MUSIC, EV)
%-----------------------------------------------
tsel = 1:1000;
%tsel - вектор-рядок дискретного аргументу
fc = 0; sig2 = 1000*cos(2*pi*fc*tsel/Fdis); 
%sig = sig1.* sig2; f1 = f1 + fc;
% початкова частота відображення графіка
f2 = f2 + fc; 
% кінцева частота відображення графіка
%============================================
% створення сигналу і шуму
%-----------------------------------------------
Kmax = 50;
% кількість циклів досліджень
fork = 1:kmax;
% цикли досліджень для різних апріорних первинних 
параметрів

kFk = 3100;
% апріорне значення частоти

Phi0k = 30;%(k-1)*10;
% апріорне значення початкової фази

Uk = 1000;
% апріорне значення амплітуди

Fdis = 1e6;
% значення частоти дискретів

tsel = 1:650;
% вектор дискретного аргументу (модель дискретного 
часу)

sig = zeros(size(tsel));
% створення вектора потрібного розміру з нульовими 
значеннями

sig(tsel) = Uk*cos(2*pi*Fk*(tsel-1)/Fdis 
+ Phi0k*pi/180);
% обчислення значень гармонічного коливання з 
апріорі відомими параметрами (МОДЕЛЬ СИГНАЛУ)

SNR=30+k;mix=awgn(sig,SNR,'measured');
% суміш сигналу і шуму із заданим відношенням  
С/Ш [дБ] (МОДЕЛЬ СИГНАЛУ, СПОТВОРЕНОГО ШУМОМ)

nois = mix - sig;
% шумова складова в суміші сигналу і шуму (МОДЕЛЬ 
ШУМУ)

method = 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64;  
% method - ціла константа, кожен біт якої  
відповідає за включення певного методу оцінки 
спектра
[titlemsg,emsg] = sprintf('SNR = %d db',SNR); 
if (bitand(method, 1) ==  1) [FD_prony, FD_music, 
FD_eigen] = Ex_1(method, mix,  Fdis, f1, f2, 
titlemsg, dF, dt); Fcg(k) = FD_prony(1); Fpg(k) = 
FD_eigen(1); end;

Метод Берга (метод максимальної ентропії)
У методі Берга використовується АР-модель, 

яка має лише полюси і здатна з великою ймовір-
ністю апроксимувати загострення в спектрі сигна-
лу, проте не має нулів, через що не здатна адекват-
но апроксимувати гострі мінімуми. 

if (bitand(method, 2) ==  2) [FD_prony,  FD_music, 
FD_eigen] =  Ex_2(method, mix, Fdis, f1, f2, 
titlemsg, dF, dt); Fre(k) =  FD_prony(1); Fhm(k) = 
FD_eigen(1); end;
if (bitand(method, 4) ==  4) [FD_prony, FD_music, 
FD_eigen] =  Ex_4(method, mix,  Fdis, f1, f2, 
titlemsg, dF, dt); Fwl(k) =  FD_prony(1); Fmt(k) = 
FD_eigen(1); end;
if (bitand(method, 8) ==  8) [FD_prony, FD_music, 
FD_eigen] =  Ex_8(method, mix, Fdis, f1, f2, 
titlemsg, dF, dt); Fbu(k) = FD_prony(1); Fyw(k) = 
FD_eigen(1); end;
if (bitand (method, 16) ==  16) [FD_prony,  
FD_music, FD_eigen] = Ex_16(method, mix, Fdis, f1, 
f2, titlemsg, dF, dt); Fpr(k) = FD_prony(1); end;
if (bitand(method,32) == 32) [FD_prony, FD_music, 
FD_eigen] = Ex_32(method, mix, Fdis, f1, f2, 
titlemsg, dF, dt); Fcv(k) = FD_prony(1); Fmc(k) = 
FD_eigen(1); end;
if (bitand(method,64) == 64) [FD_prony, FD_music, 
FD_eigen] = Ex_64(method, mix, Fdis, f1, f2, 
titlemsg, dF, dt); Fmu(k) = FD_music(1); Fei(k) = 
FD_eigen(1); end;
end; % fork = 1:kmax;
% цикли досліджень для різних апріорних первинних 
параметрів
%===========================================
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Для оцінювання параметрів моделі виконуєть-
ся мінімізація середніх квадратів похибки між 
досліджуваним сигналом і сигналом моделі із за-
стосуванням руху вперед (у часовому напрямі) та 
руху назад (у напрямі, протилежному до часово-
го напряму). При цьому модель заданого поряд-
ку подається у вигляді еквівалентної драбинної 
структури, яка описується такою самою кількістю 
коефіцієнтів відбиття. Під час покрокових ітера-
цій обчислення параметрів моделі мінімізується 
функція, яка залежить лише від одного поточно-
го коефіцієнта відбиття, що відповідає поточному 
кроку. Це може призводити до низки проблем із 
розщепленням спектральних ліній і зміщення 
оцінок.

Для ілюстрації оцінки спектральної щільності 
потужності (СЩП) методом Берга скористаємо-
ся таким прикладом. Спочатку побудуємо АЧХ  
і ФЧХ автокореляційної AР-системи (рис. 3):

а = [1-2213729403-2169709606]; %Коефіцієнти 
АR-фільтра fregz(1,a) %ФЧХ і ФЧХ АR-фільтра.

Тепер побудуємо АЧХ для сигналу, отримано-
го з білого шуму шляхом фільтрації за допомогою 
AР-системи 4-го порядку методом Берга (рис. 4):

randn('state',1); %Задання білого шуму
x = fslter(1,a,randn(256,1)); %Вихід AР-системи
pburg(x,4) %Оцінка СКМ 4-го порядку методом 

Берга.

Метод Юла–Уолкера 
(перший метод авторегресійного ЦСА)

У методі Юла–Уолкера використовується  
АР-модель, яка має лише полюси і здатна непога-
но апроксимувати загострення в спектрі сигналу, 
проте не має нулів, через що не здатна адекватно 
апроксимувати гострі мінімуми. 

Для обчислення параметрів АР-моделі засто-
совуються зсунуті оцінки автокореляційних по-
слідовностей (АКП) замість точних їхніх значень. 
Дані обробляються за допомогою вагового вікна, 
що приводить до автокореляційного методу лі-
нійного прогнозування [2], який трохи погіршує 
спектральне розділення порівняно з іншими мето-
дами лінійного прогнозування.

Для оцінювання параметрів моделі виконуєть-
ся мінімізація середніх квадратів похибки між 
досліджуваним сигналом і сигналом моделі, із за-
стосуванням руху вперед (у часовому напрямі) та 
руху назад (у напрямі, протилежному до часового 
напряму). При цьому під час покрокових ітерацій 
цільова функція, яка мінімізується, залежить від 
усіх коефіцієнтів моделі, незалежно від номера 
поточного кроку. 

У разі оцінювання СЩП тривалих сигналів ме-
тод Юла–Уолкера дозволяє отримувати достатньо 
високу роздільну здатність, але для коротких сиг-
налів інші параметричні методи мають перевагу.

Порівняльну характеристику роздільної здат-
ності за методами Берга і Юла–Уолкера наведено 
на рис. 5.

рис. 3. Спектральне оцінювання тестового сигналу
методом Берга

рис. 4. Спектральне оцінювання тестового сигналу
методом Юла–уолкера

рис. 5. Спектральне оцінювання тестового сигналу 
методом Берга (а) та Юла–уолкера (б)
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Коваріаційний та модифікований
коваріаційний методи

У коваріаційному (рис. 6) та модифікованому 
коваріаційному (рис. 7) методах використовуєть-
ся АР-модель, яка має лише полюси і здатна з ви-
сокою ймовірністю апроксимувати загострення в 
спектрі сигналу, проте не має нулів, через що не 
здатна адекватно апроксимувати гострі мінімуми. 

В обох методах обробка даних за допомогою  
вагового вікна не здійснюється, що приводить до 
коваріаційного методу лінійного прогнозування 
[9], який дає краще спектральне розділення, ніж 
метод Берга або метод Юла–Уолкера.

В обох методах для оцінювання параметрів мо-
делі виконується мінімізація середніх квадратів 
похибки між досліджуваним сигналом і сигналом 
моделі із застосуванням руху вперед (у часовому 
напрямі) та руху назад (у напрямі, протилежному 
до часового напряму). При цьому під час покроко-
вих ітерацій цільова функція, яка мінімізується, 
залежить від усіх коефіцієнтів моделі, незалежно 
від номера поточного кроку. 

У модифікованому коваріаційному методі, на 
відміну від звичайного коваріаційного методу, за-
діяно процедуру, яка використовує похибки обох 
напрямів руху вперед і назад спільно, що дозволяє 
збільшити статистики і покращити якість оціню-
вання параметрів АР-моделі.

Порівняльну характеристику роздільної здат-
ності коваріаційного і модифікованого методів на-
ведено на рис. 8.

Метод Проні
(метод підгонки згасаючих експонент)

Метод Проні є методом моделювання вибіркових 
даних у вигляді лінійної комбінації експоненці-
альних функцій і належить до методів, пов’язаних 
із лінійним прогнозуванням і оцінюванням пара-
метрів детермінованих АР- та АРКС- моделей. 

У методі Проні сигнал, який досліджується, 
вважають ІХ детермінованої системи: 

Шляхом мінімізації середньої квадратичної по-
хибки між сигналом та ІХ даної моделі оцінюють 
параметри ak та bk, після чого досліджують КЧХ 
такої системи, яка є ДЧПФ від її ІХ. Отже, у разі 
тотожності сигналу та ІХ системи спектр сигналу 
має бути тотожним її КЧХ.

Спектральна щільність потужності за методом 
Проні визначається так:

Спектральне оцінювання тестового сигналу ме-
тодом Проні ілюструє рис. 9.

рис. 6. Спектральне оцінювання тестового сигналу
(коваріаційний метод)

рис. 7. Спектральне оцінювання тестового сигналу
(модифікований коваріаційний метод)

рис. 8. Спектральне оцінювання тестового сигналу 
коваріаційним (а) та модифікованим коваріаційним (б) 
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Метод MUSIC
Метод MUSIC належить до класу методів, які 

базуються на аналізі власних значень матриці ав-
токореляції досліджуваного сигналу і дозволяють 
отримати найкращі характеристики спектрально-
го розділення та оцінювання частоти. 

Приклад застосування методу MUSIC у MATLAB 
наведено на рис. 10, а спектральне оцінювання 
тестового сигналу цим методом ілюструє рис. 11.

Висновки
Класичні параметричні методи дозволили  під-

вищити спектральне розділення, проте є доволі 
складними і потребують суттєвого обчислюваль-
ного ресурсу. При низькому відношенні С/Ш 
лише кілька методів дають більш-менш адекватні 
результати: метод Берга дає зсув 7,5 Гц і відхилен-
ня до 11 Гц, метод Юла–Уолкера дає зсув 4,5 Гц 
і відхилення до 45 Гц, коваріаційний метод дає 
нульовий зсув і відхилення до 12 Гц, модифікова-
ний коваріаційний метод дає нульовий зсув і від-
хилення до 12 Гц, метод MUSIC дає нульовий зсув 
і відхилення не більш як 2 Гц, метод EIGEN дає 
нульовий зсув та відхилення не більш як 2 Гц.

Отже, серед класичних параметричних методів 
найкращими є методи MUSIC і EIGEN.
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Приклад застосування методу EIGEN у MATLAB 
наведено на рис. 12, а спектральне оцінювання 
тестового сигналу за цим методом ілюструє рис. 13.

рис. 9. Спектральне оцінювання тестового сигналу
методом Проні

рис. 10. Програма оцінювання параметрів гармонічного 
коливання Ukcos(Ωkn + ϕk) за методом MUSIC

рис. 11. Спектральне оцінювання тестового сигналу
методом MUSIC

рис. 12. Програма оцінювання параметрів гармонічного 
коливання Ukcos(Ωkn + ϕk) за методом EIGEN

рис. 13. Спектральне оцінювання тестового сигналу
методом EIGEN

Pred_m = 8; Nfft_m = length(s)*1000;
% 32 порядок лінійного АР прогнозування та розмір 
ДПФ (для методу MUSIC)
Nwin_m = floor (length(s)/2);
% розмір вікна та розмір частини вікна, яка  
перекривається сусіднім вікном (для методу MUSIC)
Wm,Pm] = rootmusic (s,Pred_m,Fdis,Nwin_m); 
Wms = abs(Wm(1:2:end)); WPms = [Wms Pm]; 
WPms = sortrows(WPms,1); Wms = sort(Wms); 
% оцінка частот
[PSm, Fm, Vm, Em] = pmusic(s,Pred_m,Nfft_m,Fdis,
Nwin_m); 
% Estimate the pseudospectrum using the MUSIC 
algorithm

Pred_e = 8;Nfft_e = length(s)*1000;
% 32 порядок лінійного АР прогнозування та розмір 
ДПФ (для методу EIGEN)
Nwin_e = floor(length(s)/2);
% розмір вікна та розмір частини вікна, яка  
перекривається сусіднім вікном (для методу EIGEN)
[We,Pe] = rooteig(s,Pred_e,Fdis,Nwin_e); 
Wes = abs (We(1:2:end)); WPes = [WesPe]; 
WPes = sortrows(WPes,1); Wes = sort(Wes)'; 
% оцінка частот
[PSe, Fe, Ve, Ee] = peig(s,Pred_e,Nfft_e,Fdis, 
Nwin_e); 
% Estimate the pseudospectrum using the eigenvector 
method.

Метод EIGEN
Метод EIGEN належить до класу методів, які 

базуються на аналізі власних значень матриці ав-
токореляції досліджуваного сигналу і дозволяють 
отримати найкращі характеристики спектрально-
го розділення та оцінювання частоти.
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Н. А. Косовец, Л. Н. Товстенко
КЛАССИЧЕСКИЕ ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ МЕТОДы ЦИФРОВОГО СПЕКТРАЛЬНОГО АНАЛИЗА

хАРАКТЕРИСТИЧЕСКИх ФУНКЦИЙ 3d ТЕРАГЕРЦОВОГО ЛЧМ РАДИОЛОКАТОРА
В научной лаборатории «Квантор» были проведены исследования построенного ЛЧМ радара с ограничением во времени ча-

стоты биения от трех слоев отражения. Получено уравнение для оценивания спектральной плотности мощности с использованием 
классических параметрических методов цифрового спектрального анализа, таких как метод Юла–Уокера, Прони, Берга, MUSIC, 
Eigen, ковариационного и модифицированного ковариационного методов. Экспериментально подтверждены параметры оценки сиг-
нала ЛЧМ радара с различными уровнями шума. 

Ключевые слова: цифровой спектральный анализ; авторегрессионная модель; спектральная оценка; метод максимальной 
энтропии; спектральное оценивание; спектральная плотность.

M. Коsovets, L. Tovstenko
classic paraMEtric MEthods diGital spEctral analysis

of charactEristic functions of 3d tEraGErtz fMcw radar
In the science lab SPE «Quantor» was researched FMCW Radar in time-limited frequency beats from 3 layers of reflection. Obtained  

equation for estimating the power spectral density using classical parametric methods of digital spectral analysis, such as the  
Yule–Walker, Prony, Berg, MUSIC, Eigen, covariance and modified covariance method. Experimentally confirmed valuation parameters 
chirp radar signal with different levels of noise.

Keywords: digital spectral analysis; autoregressionmodel; spectralevaluation; spectral estimation; methodof maximumentropy; 
spectral density.

Вступ
Множина кільцевих кодів (КК) будується за принципом блокових циклічних кодів [1].
Стандартний КК являє собою квадратну двійкову матрицю розміром N × N (так звану заготівку 

КК), кожний рядок якої містить m одиниць і, відповідно, N – m нулів.
Перший рядок КК називають його початковим вектором, або початковою послідовністю.

Як показало дослідження, попереднє спотворення початкового вектора кільцевого коду внаслідок його зсуву на 
одну чи кілька позицій відносно вихідного положення завжди призводить до унікальної модифікації вектора показни-
ків зсуву. це дає змогу створювати специфікатори, використовувані для виявлення і виправлення помилок у кодових 
словах.

Ключові слова: кільцевий код; ідентифікатор; кодове слово; вектор, фільтр.
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